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Obiettivi di apprendimento

Conoscenze

Risultati principali di teoria della misura e dell'integrazione in spazi mensurali, includendo il teorema di Carathéodory per misure esterne, il
teorema di estensione di Carathéodory-Hahn, l'integrale su spazi mensurali, i teoremi di Fatou, Beppo Levi e di Lebesgue con il confronto
rispetto la teoria di Riemann, il lemma di Hahn, il teorema di decomposizione di Jordan ed il teorema di Radon-Nikodym. Studio delle misure
boreliane, di Radon, di Carathéodory e di Hausdorff. Conoscenza dei teoremi di Lusin e di Egorov. Teorema di rappresentazione di Riesz in
spazi localmente compatti. Misure prodotto, teorema di Tonelli e di Fubini su spazi mensurali. Spazi di Lebesgue astratti, loro proprieta basilari,
misure a valori in uno spazio di Banach e integrale di Bochner. Teoremi di ricoprimento di Vitali, differenziabilita quasi ovunque delle funzioni
monotone, funzioni assolutamente continue e a variazione limitata in spazi metrici, caratterizzazione delle funzioni assolutamente continue
tramite il teorema fondamentale del calcolo.

Modalita di verifica delle conoscenze
La verifica dell'apprendimento avviene tramite un‘unica prova orale che verte su tutto il programma d'esame. Qui sono richiesti i risultati del
corso e la capacita di saperli esporre e dimostrare, affrontando eventuali esercizi.

Capacita
Lo studente avra acquisito la padronanza dei principali risultati di Analisi Reale, con il rigore necessario per un loro corretto utilizzo in diversi
campi della Matematica, quali ad esempio I'Analisi Funzionale, la Teoria delle Probabilita e la Teoria Geometrica della Misura.

Modalita di verifica delle capacita

Tutti i risultati del corso sono sviluppati all'interno del corso stesso, ricorrendo solo occasionalmente a enunciati senza dimostrazioni, i quali
saranno comungue accompagnati da una precisa bibliografia. La verifica delle capacita richiede che lo studente sia in grado di ricostruire il
risultato piu complesso partendo dai suoi elementi pit semplici. La capacita di risolvere eventuali esercizi rafforzera tale verifica.

Comportamenti
Lo studente sara in grado di continuare, anche autonomamente, il percorso formativo nel campo dell'‘Analisi Reale, incentrandosi anche sugli
sviluppi piu avanzati.

Modalita di verifica dei comportamenti
La verifica della comprensione e delle applicazioni dell'Analisi Reale avviene nella valutazione della corretta esposizione dei teoremi e delle loro
dimostrazioni, nonché nell'affrontare eventuali esercizi.

Prerequisiti (conoscenze iniziali)

Il corso non richiede particolari prerequisiti, se non la conoscenza dei numeri reali, le operazioni insiemistiche elementari e la nozione di
funzione. La comprensione di esempi, esercizi ed applicazioni richiede comunque i corsi di Analisi Matematica del primo e del secondo anno.
Saranno importanti anche alcune nozioni basilari su spazi vettoriali, spazi di Banach e operatore lineari.

Indicazioni metodologiche
Il corso e costituito da lezioni frontali, che saranno tenute tramite la redazione e proiezione di appunti su supporto informatico e se necessario
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usando anche la lavagna. Se espressamente richiesto, le lezioni potranno tenersi anche in lingua inglese. La frequenza é fortemente
raccomandata.

Programma (contenuti dell'insegnamento)

1. Misure e misure esterne. Spazi mensurali, misure esterne e proprieta basilari, teorema di Carathéodory per misure esterne,
funzioni misurabili e loro approssimazione, misura di Lebesgue, insiemi non misurabili, algebre, anelli e semianelli di insiemi,
estensione di Carathéodory-Hahn.

2. Teoria dell’integrazione astratta e spazi di Lebesgue. Integrale di Lebesgue su uno spazio mensurale, teoremi di Beppo Levi,
Fatou e Lebesgue. Continuita e derivabilita di integrali rispetto ad un parametro. Proprieta basilari degli spazi di Lebesgue rispetto
una misura Qe loro completezza. Convergenza nella norma delle funzioni p-sommabili, convergenza puntuale g.0., convergenza in
misura e relative implicazioni. Disuguaglianza di Jensen.

3. Operazioni sulle misure. Misure con segno, teorema di Hahn e decomposizione di Jordan per misure con segno, variazione
totale, assoluta continuita dell'integrale e teorema di Radon-Nikodym.

4. Misure e topologia. Misure boreliane, approssimazione di boreliani con aperti, chiusi e compaitti, criterio di Carathéodory per
misure boreliane, misure di Radon su spazi topologici, teorema di Lusin e densita delle funzioni continue nello spazio delle funzioni
p-sommabili. Teorema di rappresentazione di Riesz per funzionali sullo spazio delle funzioni continue a supporto compatto.

5. Teoremi di Fubini e di Tonelli. Prodotto di misure, teoremi di Fubini e di Tonelli su spazi mensurali, con controesempi per ipotesi
piu deboli.

6. Funzioni assolutamente continue e a variazione limitata. Teoremi di ricoprimento di Vitali, differenziabilitd quasi ovunque delle
funzioni monotone, funzioni a variazione limitata e funzione di Cantor. Funzioni assolutamente continue e loro caratterizzazione
tramite il teorema fondamentale del calcolo.

7. Misura di Hausdorff, frattali e formula di area. Misura di Haudorff e dimensione di Hausdorff, esempi di calcolo della dimensione
di Hausdorff per frattali, mappe holderiane e misura di Hausdorff, uguaglianza tra misura di Hausdorff e misura di Lebesgue,
formula dell'area e cambiamento di variabile nello spazio euclideo.

8. Argomenti opzionali, |. Misure vettoriali, integrale di Bochner e controesempi al teorema di Radon-Nikodym per misure a valori in
uno spazio di Banach. Relazione tra misure e misure esterne.

9. Argomenti opzionali, Il. Topologia della convergenza locale sui compatti, teorema di approssimazione di Stone e separabilita
dello spazio delle funzioni continue a supporto compatto su uno spazio metrico separabile.

10. Argomenti opzionali, lll. Integrale di Lebesgue su spazio mensurale tramite opportune somme superiori e inferiori. Differenze tra
integrazione secondo Lebesgue e integrazione secondo Riemann. Caratterizzazione delle funzioni integrabili secondo Riemann.
N.B. Tutti i teoremi del programma sono da intendersi con relative dimostrazioni.
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Modalita d'esame
L'esame prevede una prova orale su tutto il programma. La prova richiede la precisa conoscenza dei teoremi del corso assieme alle loro
dimostrazioni. Potra essere richiesta opzionalmente anche la risoluzione di qualche esercizio.
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